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Introduction

Les coupures de Dedekind permettent de fonder 1’en-
semble R des nombres réels a partir de ’ensemble Q des
nombres rationnels.
Depuis les Grecs, un nombre est dit rationnel s’il est
la division de deux nombres entiers.
L’ensemble R ainsi construit contient I’ensemble de départ
Q (tout nombre rationnel est également un nombre réel).
On dira que R est une extension arithmétique de Q.
Il y a des nombres réels qui ne sont pas rationnels, et
qui seront donc dits irrationnels : échappant a la con-
ception grecque de la rationalité numérique (laquelle
est fondée sur les nombres entiers), un nombre quin’a
pas de mesure entiére et qui est ainsi incommensu-
rable aux entiers sera dit irrationnel.

Il 'y a certes d’autres manieres de fonder les nombres réels
a partir des nombres rationnels, d’étendre donc Q en R :
par exemple celle, inventée préalablement, des suites de
Cauchy. Mais nous privilégierons ici la méthode des cou-
pures de Dedekind en raison de son immense portée intel-
lectuelle, tant dans les mathématiques que dans de tout
autres domaines de pensée.

Portée intellectuelle

Cette portée intellectuelle s’attache a une méthode géné-

rale qu’on dira celle de I’adjonction-extension [AE] :

- on ajoute d’abord a un ensemble de départ (ici Q) un
¢lément ou une opération construits de I’intérieur de
cet ensemble ;

- on combine ensuite ce nouveau terme avec tous les
¢léments de I’ensemble de départ (c’est pour cette rai-
son qu’on parle alors d’adjonction et pas simplement
d’ajout) en sorte d’étendre 1’ensemble de départ d’un
cortége infini d’¢léments de type nouveau ;

- on récapitule enfin les premiers éléments et ces €lé-
ments de type nouveau dans un nouvel ensemble (ici
R) dont la taille se trouve immensément étendue (d’ou
le nom d’extension) ;

- autotal, toute I’opération est purement immanente : le
nouveau terme est intrinséquement construit (ce n’est
pas une météorite) et les nouveaux éléments engendrés
le sont de maniére endogeéne (ce n’est pas une pluie
fertilisante).

Une telle adjonction-extension [AE] révolutionne donc

I’ensemble de départ en construisant, terme a terme, son

immersion dans un domaine infiniment plus vaste.

A T’arrivée, le domaine de départ (ici Q) est préservé

comme tel mais il se trouve désormais restreint & une sorte

de petite ile survivant au sein d’un vaste océan (I’ile de

Paques dans le Pacifique), circonscrit a une minuscule

principauté, primitive voire archaique (Monaco ou An-
dorre) au sein d’une immense empire moderne.

Trois manieres de révolutionner un domaine de pensée

Cette maniére [AE] de révolutionner un domaine constitue
une invention de la modernité. Elle se distingue de deux
autres plus anciennes :

- une maniere primitive qui abandonne un domaine de-
venu saturé et stérile pour se déplacer vers un nouveau
domaine fertile ou prendre un nouvel élan ; on parlera
dans ce cas de révolution par abandon-déplacement
[AD];

- une maniére classique qui détruit I’organisation an-
cienne saturant un domaine donné pour y reconstruire
une organisation de type nouveau ; on parlera ici de
révolution par destruction-reconstruction [DR].

Trois exemples

La pratique différenciée de ces trois manieres [AE, AD et
DR] de révolutionner un domaine se retrouve dans bien
des domaines de pensée : elle s’avére opérer implicitement
au cceur des différentes modernités.

Donnons-en trois exemples, trés dissemblables.

Calcul différentiel

Face aux impasses du calcul différentiel bas¢, dans la ma-

thématique classique (Leibniz puis Euler), sur une problé-

matique empirique des infinitésimaux, I’analyse moderne
va explorer trois orientations :

- une révolution du calcul différentiel par abandon-dé-
placement sera d’abord engagée par Cauchy au début
du XIX° : elle va abandonner purement et simplement
le recours a toute problématique d’éléments infini-
ment petits pour reconstruire le calcul différentiel sur
une tout autre base, celle de la nouvelle notion de « li-
mite » ;

- une révolution de ’analyse par adjonction-extension
sera ensuite menée par Robinson dans les années 1960
(analyse non-standard) par adjonction axiomatique
d’un élément non-standard infiniment petit ;

- une autre révolution des nombres par destruction-re-
construction sera enfin congue par Conway dans les
années 1970 : elle va reconstruire une problématique
rigoureuse et ordonnée de tous les nombres a partir de
la nouvelle notion de nombre surréel (entendu comme
paire d’un ordinal et d’une partie de cette ordinal).

Organisation des analystes par Lacan

Face a I’académisation de 1’organisation anglo-américaine
des analystes (I’International Psychoanalytical Associa-
tion — IPA), Lacan va pratiquer successivement trois types
de réorganisations radicales :



- en 1953 par adjonction-extension : en adjoignant a
I’IPA un « retour a Freud » qui entend 1’étendre, en
France d’abord, selon une Société frangaise de psy-
chanalyse (SFP) ;

- en 1964 par abandon-déplacement : en abandonnant
tant I'IPA que la SFP et se déplacant rue d’Ulm pour
fonder I’ Ecole freudienne de Paris (EFP) ;

- en 1980 par destruction-reconstruction : en dissolvant
I’EFP pour reconstruire une organisation de type nou-
veau, I’Ecole de la cause freudienne (ECF).

Révolutions politiques

On peut distinguer trois types de révolutions politiques :

- par abandon-déplacement dans les antiques révolu-
tions antiesclavagistes (Spartacus, Quilombos au Bré-
sil...) qui abandonnent le monde oppressif a son sort
pour fonder ailleurs des républiques libres ;

- par destruction-reconstruction dans les classiques ré-
volutions frangaise (1789) et russe (1917) qui détrui-
sent 1’ancien Etat oppresseur pour reconstruire un Etat
de type nouveau ;

- par adjonction-extension dans la moderne révolution
communiste engagée en Chine a partir de 1958 par ad-
jonction des Communes populaires a la société socia-
liste en sorte d’étendre ’organisation politique du
pays, jusque-la réservée a I’Etat-Parti, a 1’échelle des
masses paysannes et ouvrieres.

Arithmétique

Il s’agira, dans cette legon, d’étudier en détail la mathéma-

tique de I’adjonction-extension telle qu’elle opere dans les

coupures de Dedekind.
Comme nous le reverrons dans la legon suivante, la
méthode d’adjonction-extension avait déja été précé-
demment inventée par Galois (c’est lui qui formule le
premier les notions d’adjonction et d’extension en
1830). La principale différence de méthode avec De-
dekind est que Galois adjoint un élément (une « ra-
cine» d’un polynome, d’ou une extension algeé-
brigue) quand Dedekind adjoint une opération (la
« coupure »), et ceci va nous permettre de mieux cer-
ner la fécondité de cette méthode (c’est pour cette rai-
son que la legon Dedekind précéde la lecon Galois).

L’opération coupure

Nous partirons de I’invention, aussi simple que géniale, de
la notion de coupure par Dedekind le 24 novembre 1858.

L’idée princeps est la suivante : si un nombre rationnel
peut couper en deux la droite rationnelle, alors toute autre
procédure coupant également en deux cette méme droite
définira un nombre de type nouveau.

Nombre
rationnel

Nombre
d’un type nouveau

Autre type de
Coupure

L’exemple canonique d’un autre type de coupure est de
séparer les rationnels positifs en deux parties selon que
leur carré sera inférieur ou supérieur a 2.
Nous suivrons alors, étape par étape, I’arithmétique de ces
coupures - le caractére numérique de ce travail facilitera la
clarté¢ intégrale de toute la construction mathématique
ainsi engagée.
Nous pourrons, in fine, thématiser chacune de nos fu-
tures lecons sous ce méme chef : adjonction d’un i
imaginaire aux réels pour les étendre aux complexes ;
adjonction de j et k aux complexes pour les étendre
aux quaternions ; adjonction des atlas aux hypersur-
faces pour les étendre aux variétés. ..

Prix a payer

Ce faisant, nous mettrons en évidence un point secondaire,
rarement pris en compte mais intellectuellement capital :
I’extension immense que produit une telle adjonction a
pour nécessaire contrepartie un renoncement délimité si
bien que le gain gigantesque de I’extension s’accompagne
malgré tout de la perte d’une propriété (dialectiquement
formulé, le bond qualitatif et quantitatif a pour contraire
une perte qualitative) : par exemple celle de la dénombra-
bilite dans le cas des coupures, celle de la résolubilité dans
le cas des groupes algébriques, celle de I’ordre dans le cas
des complexes, celle de la commutativite dans le cas des
quaternions...

Conséquences intellectuelles

Nous serons alors armés pour discuter la considérable por-
tée intellectuelle de tout ceci pour toutes les subjectivités
modernes : mathématiques bien sir, mais également mili-
tantes, musicales et artistiques, voire amoureuses.
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Ecrits de Dedekind

- traduction par Hourya Benis Sinaceur : La création des nombres (Vrin, 2008)

- traduction par Claude Duverney : Traités sur la théorie des nombres (éditions du Tricorne, 2006)

- traduction par Judith Milner : Les nombres- Que sont-ils et a quoi servent-ils ? (Ornicar, 1978)

Sur Richard Dedekind : Une approche idéale de la théorie des nombres (coll. Génies mathématiques, 2018)
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